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矩阵乘法运算的基本性质

定理

矩阵乘法运算的基本性质:
1 乘法结合律: (AB)C = A(BC);
2 乘法单位元: IA = AI = A;
3 左分配律: (A + B)C = AC + BC;
4 右分配律: A(B + C) = AB + AC;
5 数乘结合律: λ(AB) = (λA)B = A(λ)B.
其中 A,B,C是使得运算有意义的矩阵, λ为常数.

证明思路:计算并比较两边矩阵的相同位置的元素.
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利用矩阵乘法简化表达式
设 A为 F上的 n阶方阵, f(x) = c0 + c1x + · · ·+ ckxk为 F系
数的多项式,定义矩阵多项式

f(A) := c0In + c1A + · · ·+ ckAk.

映射 f(a + bi) =
(

a b
−b a

)
保持加法和乘法.

一般线性方程组可简写为

Ax = b.

若线性变换 A 与矩阵 A对应，则对于任意 x ∈ Fn,

A x = Ax.

坐标变换与矩阵乘法

X′ = AX + X′
0
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逆矩阵

定义 (逆矩阵)
设 A为数域 F上的 n阶方阵.如果存在 n阶方阵 X满足

XA = I = AX

则称 A可逆,并称 X为 A的逆矩阵.记做 A−1.

性质 (存在则唯一)
若 X和 Y都为 A的逆矩阵,则 X = Y.

性质

设 A和 B为同阶可逆方阵, λ为非零常数. 则
1 (A−1)−1 = A;
2 (λA)−1 = λ−1A−1;
3 (AB)−1 = B−1A−1(穿脱原理).
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逆矩阵（例）

例

1 证明若 f(A) = 0且 f(a) ̸= 0,则 A − aI可逆.
2 证明 I + Jn可逆.
3 已知 2A2 − 3A + 4I = 0,求 A和 A − I的逆.
4 已知 3A3 − 2A2 + 5A + I = 0,求 A和 A + I的逆.

例

证明若 A, B和 A + B均可逆,则 A−1 + B−1也可逆.

问题：如何求一般可逆矩阵的逆？
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转置,共轭与迹
定义

1 设 A = (aij)m×n为数域 F上的矩阵. 我们称矩阵(a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · amn

)
为 A的转置矩阵,记为 AT;

2 设 A = (aij)m×n为复数域 C上的矩阵. 我们称矩阵(a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

)
为 A的共轭矩阵,记为 A;

3 设 A = (aij)n×n为数域 F上的方阵.我们称对角线元素之和
为矩阵 A的迹,记为

tr(A) := a11 + · · ·+ ann.
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例

已知 A =

(
1 + i 2− i
3− i 4 + i

)
.求 AT, A和 tr(A).
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转置,共轭与迹的基本性质

引理 (转置和共轭的基本性质)

(A+B)T = AT +BT;
(λA)T = λAT;
(AB)T = BTAT;
(A−1)T = (AT)−1.

A + B = A + B;
λA = λA;
A · B = A · B;
A−1 = A−1.

引理 (迹的基本性质)
tr(A + B) = tr(A) + tr(B);
tr(λA) = λtr(A);
tr(AT) = tr(A), tr(A) = tr(A);
tr(AB) = tr(BA).

例

设 A为复矩阵.证明若 tr(AAT
) = 0,则 A = 0.
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定义

对于一个矩阵 A，我们将它的行和列分为几个部分后得到的由小
矩阵 Aij组成的矩阵

A =


A11 A12 · · · A1s
A21 A22 · · · A2s
...

...
. . .

...
Ar1 Ar2 · · · Ars

 = (Aij)r×s

称为分块矩阵,其中每个 Aij称为子块．

例

我们将矩阵的第 i行记为 βi第 j列记为 αi,则

A = (α1, · · · , αn) =


β1
β2
...
βm

 .
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分块矩阵例子

A =

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 =

 1 4 7 10

2 5 8 11
3 6 9 12

 =

(
A11 A12

A21 A22

)

行的分隔方式为 3 = 1 + 2，

列的分隔方式为 4 = 3 + 1。

A =

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 =

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 =
(
β1 β2 β3 β4

)

行的分隔方式为 3 = 3，

列的分隔方式为 4 = 1 + 1 + 1 + 1。
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几类特殊分块矩阵

准对角矩阵,准上三角矩阵,准下三角矩阵.
∗ ∗

∗
∗
∗ ∗


注:依赖于分块方式.
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引理 (分块矩阵基本性质)
(Aij)r×s + (Bij)r×s = (Aij + Bij)r×s;
λ(Aij)r×s = (λAij)r×s;
((Aij)r×s)

T = (Bij)s×r,其中 Bij = AT
ji;

(Aij)r×s = (Aij)r×s;
若 A = (Aij)r×r为方阵且行列拆分方式相同,则

tr(A) =
r∑

i=1

tr(Aii);

若 A1, · · · , Ar均可逆,则 diag(A1,A2, · · · ,Ar)也可逆,且逆矩
阵为

diag(A1,A2, · · · ,Ar)
−1 = diag(A−1

1 ,A−1
2 , · · · ,A−1

r ).
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分块矩阵的乘法
两个分块矩阵可以分块相乘的要求是：

1 第一个矩阵的列的数目等于第二个矩阵的行的数目；
2 第一个矩阵的列的分隔方式等于第二个矩阵的行的分隔方
式．

分块相乘的方法与矩阵的乘法法则一致.

定理

若 A = (Aij)r×s的列拆分方式与 B = (Bjk)s×t的行拆分方式相同,
则

AB =

 s∑
j=1

AijBjk


r×t

.

证明: 任取不大于 A行数的正整数 p和不大于 B列数的正整数 q. 不妨设 A的 (p, 1)元素处在 Ai1 的第 (u, 1)位置, B

的 (1, q)元素处在第 B1k 的第 (1, w)位置. 我们需要验证: (AB)(pq) =

(
s∑

j=1
AijBjk

)
(uw)

. 设 A的列数拆分方式为

n = n1 + n2 + · · · + ns . 则 s∑
j=1

AijBjk


(uw)

=
s∑

j=1

(
AijBjk

)
(uw) =

s∑
j=1

nj∑
v=1

(
Aij
)
(uv)

(
Bjk
)
(vw) = (AB)(pq).
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分块矩阵的乘法

例

选择矩阵 A和 B的合适分块并计算它们的乘积 AB，其中

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 3 2 0
5 2 0 2

 , B =


−1 0 2 1
0 −1 3 4
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

例

已知 A =


1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

. 求 Ak.

解: 归纳⇒ Ak =

(
Bk kBk−1

0 Bk

)
, Bk =

(
1 k
0 1

)
.
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行列式

(c, d)

(a, b)
(a11, a12, a13)

(a21, a22, a23)

(a31, a32, a33)

给定两个二维数组向量 (a, b)和 (c, d).如图我们有平行四边
形. 这时平行四边形的 (有向)面积为 S = ad − bc.
给定三个三维数组向量 (a11, a12, a13),(a11, a12, a13)和
(a11, a12, a13).如图我们可构造一个平行六面体. 其 (有向)体
积正好为

∆ = a11
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13
∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ .
若给定 n个 n维数组向量呢？
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